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Abstract An instance of the classical stable marriage problem requires al p泊、ticipantsto submit a strictly ordered 
preference list containing al members of the opposite sex. However, considering applications in real-worldうwecan 
think of two natural relaxationsう namelyぅincompletepreference lists and ties in the lists. Either variation leaves 
the problem polynomially solvableうbutit is known that finding a maximum cardinality stable matching is NP-hard 
when both of these variations are allowed. It is easy to see that the size of any two stable matchings differ by at 
most a factor of two, and so, an approximation algorithm with a factor two is trivial. There are several contributions 
that give approximation algorithms with factor better than two, but they are only for restricted instancesうsuchas 
restricting occurrence of ties and/or lengths of ties. Up to the presenもう thereis no known approximation algorithm 
with ratio better than two for general inputs. In this paperうwegive the first nontrivial result for approximation 
of factor less than two for general instances. Our algorithm achieves the ratio 2 -c略立 foran arbitra均 positive
constant c, where N denotes the number of men in an input. 







る。男女間のマッチング、 M において、以下のような 2つの条
件を満たす男性m と女性wのベアを不安定ペアという。（i)m 
はM でマッチしている棺手より wの方が好きである。（i）初


































る問題（MAX SMTI (MAXimum Stable Marriage with Ties 




































































mの M での相手が ωである時）、 M(m）コ初、 M(w)= m 
と書く。マッチング M において、人pがマッチしていないと
き、 pはM でシングルであると言う。以下の 3条件を全て満
たす時、 （m,w）をM の不安定ペアという。（i)M(m）キω。









は、サイズが N の全ての例題ziこ対して、 max{opt（♂）／T(.r)}
で表される。（｛旦し、 opt（りは最通解のサイズ、 T(x）はアノレゴ
リズムの出力する解のサイズを表す。）




INCREASEは fの安定マッチング M と定数たに対し、
ISi：こたlogN となるような M の部分集合 Sを入力として
与えられる。そして、（必ずしも安定で、ない）マッチング、 Moを
出力する。 ivloは lkol> IMIで、（m,w) E BP(Mo）である不


















IMI豆守主十clogNならば、 4行自で得られた町、凡 ,Pn 
の中に“良い”九が存在することが蓄える（播題3.4）。従って、
以下の定理が成り立つO









1: M: = fの任意の安定マッチング；
／＊これは任意に向順位を壊し Gale-Shapleyアルゴリズム
を適用することによって多項式時間で、行うことができる。 ＊／ 





5: for i := 1 to n 
6: Mi := INCREASE (M, Pi); 
／＊もし INCREASEがエラー を悲したら、 Mi=0とする。＊／
γ： if (!Mi I > IMIである Miが存在する）
8: J¥1o := J¥1i; 
9: else 
I仕 掛了し lげを返す；
11: M := STABILIZE (Mo); 
12: } 
図 1 Algorithm LOCALSE.へRCH
肢opt(w) o --;:Ow 








を定義する。 fの人間 l人に対して、 GMopt,1¥1の頂
点を 1館用意する。もし λ1opt(m）ニ切ならば、頭点 m とな7
の関に校を付与する。この校を OPT”枝と呼ぶ。罰様に、もし
M(m) = wならば、現点mとwの関に技を付与する。この枝










良い枝（問、w）に関して ω とm Mopt(m）であることが蓄え
る。なぜなら、そうでなければ（m,Mopt(m）がMで不安定ベ
アとなるからである。伺援に、 meご切 Mopt(w）であることが言





〔補題 3.3] tを任意の正整数とする。もし、 IMI豆吟出付
ならば、 GMopt,M中の悪い枝の数は 4t本以下である。
証明． まず初めに、 GMopt,Mには長さ 1のパスが存悲しない
ことを示す。仮に長さ 1のパス （rn,w）とする）が存在し、そ
れが OPT”枝だとする。 m とωは Moptでマッチしているた
め、希望リストにお互いの名前を書いている。しかし、彼らは
両方とも M で、シング、ノレで、ある。よって （rnぅω）は M で不安定




OPT－枝と M－枝の数は等しいので、 R(C)= 1となる。 Cが偶
数長ノ号スの場合も問様である。もし CがM－枝で始まり M由枝
で終わる奇数長パスの場合、 Cにおいて M，枝の方が OPT司技
よりも多いため R(C)< 1となる。もし CがOPT－技で始まり
OPT－枝で終わる長さ 3の奇数長パスの場合、そこに含まれる




数（つまり JMoptl ）はよ記の議論より 2£1÷~£2 以下である。




証明． JPI = （た十 4c)log Nであった。また補題 3.3より、




4. サブjレ…チン INCREASE( M, S) 


































集合とする。この時、 ILi= 2¥Silは明らかで、 M に比べ ＼Sil
だけサイズが増えていることがわかる（図 3を参照。）
アノレゴリズムの後半部分で以下のようなことを行う。もし不












［輔題 4.1] もし Sが良い技のみで構成されており、 IMI妥







〔補題 4.2] 以下のような整数Fが存在する。 Gale”Shapleyア





















































［犠題 4.3〕 関 6の 11行自で定義される Mi*I士、以下の（1)
と（2）の条件を満たす。（1)!Mi* i口 IMI+ ~ log N. (2) Mi" 
で m とw両方がマッチしてるような任意の不安定ペア
（肌w)E BP(Mi＊） を考えた時、（肌Mi*(m））と（M♂（w),w) 
のうちどちらか一方はM♂－Llこ含まれており、もう一方はL
に含まれている。
証明． (1) !Si* I = ISl/4 = ~ log Nで、 ILi口 21s♂｜であ
る。よって、 IMi*I こ IMI-ISi*I十 ILi こ IMI+ ISi*I = 
IMI + 1 logN. 
(2）まず、（m,Mi*(m））と （M♂（ω）？ω）両方が Mi*-Lに含
まれていると仮定する。 Mi• の構成法より、この 2 つのベア両
方が M に含まれている。このことから、（民w)E BP(M）と
なり、 Mが安定であるということに矛盾する。
次に、（m,Mi* (m））と（Mi•(w), w）両方がLに含まれている
と仮定する。この時、 4つの場合が考えられる。（i)m E pmで
ωεF切の場合、（i)m E Sf:でwEF叩の場合、（ii)m E pm 
でwE SJ';:.の場合、（iv)mεSf:でωモsy,;の場合である。





Case (i): （仇ω）は Mi＊ で不安定ベアであるという仮定








Case (ii): Case (i）と問様。
Case (iv): (mぅw）は Mゾで不安定ベアなので、 W >-m 
Mゾ（m),m ＞－叩 Mi•(w） である。ここで、捕題 4.2 より、
Mゾ（m）とm Mopt(m),Mゾ（ω）とwMopt(w）である。よって、








(i）切とm Mopt(m）、（ii)mと叩 Mopt(w）。以上のような 3条
件を満たさないとき、（mぅw）はM で非臨惑ベアという。










をm1，切hm2, w2, .. , me, weと表すことができる。（ただし、







ずである。同様の議論を続けることによって、 m3とごw2 m2, 
W3 >-m3 W2ぅ・・・となる。最終的に、 We?-m, We-1が導ける。





〔補題4.5〕 INCREASEの22行自の λんは 1wi*I> IMI；を満
たしている。
説明． まず初めに、補題 4.2より INCREASEはi= i＊の時7,
8行自で決して失敗しない。また、補題4.3(2）よち i= i＊の時
whileノレープの実行中に INCREASEが失敗することはない。補











定ベアが存在し、 m とw両方のが Mi＊ でマッチしてるとい
うことを意味する。これには以下の 2通りの場合が考えられ
る。（1)(m ぅ Mi•(m)) ELで （M♂（ω）ぅw)E Mi* -L （つまり、







Case (1-1): m E pmなので、 mfまM でシング、ノレで、あ
る。まず、（Mi*(w), w）εl'1"1i* -Lであるので、 wとAん（ω）
はM でマッチしている。つまり、 Miベw)= M(w）である。
（汎ω）εBP(Mゾ）であるため、 （rnぅω）己 BP(M）となり、 M
が安定であることに矛盾する。（この場合、（Mi*(w）ぅ初）はM
で国惑ベアであるという仮定を用いなくても矛窟を導ける。）
Case (1-2): (Miベw),w）はM で関惑パアであると仮定した
ため、 M(w)Cw Mopt(w）である。上記（1-1）と同様の理由で、
Mi• (w) = M(w）である。よって、ムル（ω）と叫 Mopt(w）であ
る。（rnぅω）はl'vli＊ の不安定ベアであるため、 rn＞－切 Mi*(w）とw
Mopt(w）となる。次に、 SJ';iこ含まれると仮定したmを考え
る。補題 4.2より、 Mi*(rn）とm Mopt(m）である。 （rnぅw）は




5. サカレーチン STABILIZE(Mo) 
STABILIZEは入力としてマッチングPMoを受け取り、サイズ
Mo(w’）o-一一一一一一一心ω被 Mo(w*) o ,,,ow検
山静 ／／ 
m妙。 m・ CY"' 
冨 5 STABILIZEによる更新
を減らすことなく安定させる。 Moでの不安定ペア（mぅω）は
すべて、少なくとも mか ωは Moでシングノレで、ある。マッ
チング M に対し、 BPs,m(M)<;;_BP(M）を、 mが M でシン
グノレで wが M でマッチしているような M での不安定ベア
(mぅω）すべての集合とする。同様に、 BPm,s(M)(BPs,s(M）ぅ
BPm,m(M）を、 mがM でマッチしていて ωがM でシング
ノレで、ある（mとw両方がシングル， mとω両方がマッチしてい
る）ようなMでの不安定ベア （m,w）すべての集合とする。さ
らに BP-,s(M)= BPm,s(M) u BPs,s(M）と定義する。国 7
はサブ、ノレー チン STABILIZEの詳締な記述である。
5. l STABILIZEの正当性
〔補題 5.1〕 STABILIZEの4行自の操作によって Moが以下の
ように更新されたとする（図 5を参照、）。
M~ ：口 Mo ｛ー（Mo（が）うが）｝U {(mぺω＊）｝．
すると、次の（りから（3）が成り立つ。（1)M』（w*)＞－初期
Mo（が）で、すべての ω（宇が）について MMw)= Mo(w）で
ある。（2)IMbl ＝印刷である。（3）もし BPm,m(Mo）：日な
らば、 BPm,m(Mb）工的である。
証明 (1) (mぺw＊） は BP(Mo）に含まれるので、 m*>-w• 
Mo(wつである。そして、 Mb(wっこ m＊ であるため、











次に、（m,w) E BP(Mb) n BP(Mo）を考える O
BPm,m(Mo) ＝二的なので、 m とwの少なくともどちらか一方は
Moで、シング、／レで、ある。 m本だけがシングルからマッチした状態
になるために、もし mキm＊ ならば、（mぅw)r/. BPm,m(Mb) 
である。
ここで、不安定ベア（mヘw)E BP(Mb) n BP(Mo）を考え
る。もし wが Moで、シング、ノレならば、 ωは Mbでもシングル
であり、作i*,w) rf_ BPm,m(Mb）である。そこで、 wは Moで
マッチしていると復定する。この時、（mヘωっと（mへw）は
両方とも BPs,m(Mo）に含まれる。そのため、 ω＊と ωの両方







〔補題 5.2] STABILIZEの 10,12行自の操作で Moが以下のよ
うに更新されたとする。
(10 持呂） M』:= Mo一｛（mぺMo(mつ）｝ U {(mペゲ）｝




に対して Mb(m*) = Mo(mつである。（2) INibl丞！Mol
である。（3）もし BPs，γn(Mo)U BPm，γバMo)＝日ならば、
BPs,m(Mb) u BPm,m(Mb) ＝時である。（証明賂）






返しは高々N2回である。 A1＂；を STABILIZEが 2つ告の while-
fレープに入る震前のマッチングとする。つまり BPs,m(M勺は













て、 M＇は安定である。構想 5.2(2）より IM'Ii三IMつである
から、 IM'I与さ IMolである。 ロ
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サブルーチン INCREASE(M, S) 
1: pm:= M でシングノレの男性すべての集合； F叩：＝M で、ンング、／レの女性すべての集合；
2: Sの部分集合でサイズが ISl/4のものをあ，S2γ・・，Snとする；
3: for i := 1 to m 







7: if （ヨpε SFu Sf s.t. Gale-Shapleyアルゴリズムを用いた後に pがシング、ノレで、ある）
8: exit foゎloop; ／＊この iは良い選択で、はなかったり
9: else 
10: {L :=Gale-Shapleyアルゴリズムによって得られたすべてのベアの集合7
11: Mi：＝ λ!f -Si UL; 
12: while （ヨ（m,w) E BP(Mi) s.t. m とω両方が Miでパートナーがいる）
13: {if ( (m, Mi(m)) EL & (Mi(w), w）εL) 
14: exit for-loop; ／＊この 4は良い選択ではなかったり
15: if ( (m, Mi(m)) E Mi -L & (Mi(w), w) E Mi -L ) 
16: exit for-loop; ／ホこの 4は良い選択ではなかったり
17: if ( (m, Mi(m）εlvli -L & (Mi(w), w) EL) 
18: Mi := lvli一｛（m,Mi(m))}; 
19: if ( (m, Mi(m)) EL & (Mi(w), w）εM包－L)




if ( I叫＞ IMI)
λ,Jiを出力し、終了，
／本 e凶 while*/
24: else exit for-loop; ／＊このzは良い選択ではなかったり
25: } /* end else * / 
26: } /* end for*/ 
2γ：“エラー ？？を出力し、終了；
サブルーチン STABILIZE(Mo) 
1: while ( BPs,rn(Mo）キの）
ゑ： {(m,w）εBPs,rn(Mo）を選ぶ；
[g] 6 サブ、／レー チン lNCREAS芯
3: 上記の男性的が関わる不安定ベア（m,w＇）εBPs,rn（九九）の女性w＇の中で、 mのリストで最上位にある女性を w＊ とする
（候補が複数いる場合は任意に 1人選ぶ）；
4: Mo:= Mo -{(Mo（ザ），w*)} U {(m，切っ｝：
5: } 
6: while ( BP-,s(Mo）キの）
γ： {(m,w）εBP-,s(Mo）を選ぶ；
8: 上記の女性wが関わる不安定ベア （m',w)E BP-,s(Mo）の男性m＇の中で、 wのヲストで最上位にある男性を mネとする
（候補が譲数いる場合は任意に 1人選ぶ）；
9: if ( rがが Moでマッチしている）
10: Mo:= Mo -{(mぺMo(mつ）｝ U {(mぺω）｝；
11: else 
12: Mo:= Mou {(mぺω）｝；
13: 
図 7 サブルーチン STABILIZE
ミツバ綜合印刷株式会社
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